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Introduction 


Ce mémento permet de réviser les différentes formules de Taylor, qui seront 
données avec leurs démonstrations. On envisage successivement les cas d’une 
fonction de l’ensemble des réels dans lui-même, d’une fonction de l’ensemble 
des réels dans un espace vectoriel normé ou encore celui d’une fonction d’un 
espace vectoriel normé dans un espace vectoriel normé. Seul le dernier cas 
nécessite de connaître la notion de différentiabilité d’une fonction. 


1 Fonctions de KR dans KR. 


1.1 Théorème de Rolle 


Lemme 1 Si une application dérivable f :la,b[— R admet une extrémum relatif en c, 
alors f' (c) = 0. 


Preuve : Si cest un maximum relatif, alors OO) > 0 pour tout x < c, et @)- #0) < 0 


T—cC T— 
pour tout x > c. En passant à la limite dans chacune des inégalités, on obtient 
f'(e) = lim EE > 0 et f'(c) = lim ÉD < 0, d'où fc) =0. s 

T<C T>C 


Lemme 2 Lemme de Rolle 
Si f : [a,b] — R est une application continue sur [a,b], dérivable sur Ja, b[ et telle que 
f(a) = f (b), alors il existe c € Ja, b] tel que f'(c) = 0. 
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Preuve : L'image f ([a, b]) de l'intervalle fermé borné {a, b] est un intervalle fermé borné 
que nous noterons [m, M] (en effet, le Théorème des valeurs intermédiaires montre que 
f ([a,b]) est un intervalle comme image d’un intervalle par une application continue, et 
par ailleurs f ([a,b]) est un compact, et donc un fermé borné de R, comme image d’un 
compact par une application continue). Si f est une fonction constante, f’(x) = 0 et 
le résultat est trivial. Si f n’est pas constante, il existe d € Ja, b[ tel que f (d) Z f (a). 
Supposons par exemple f (d) > f(a), alors M > f(d) > f(a). Comme M € f([a,b]), il 
existe c € Ja, b| tel que f (c) = M. Dans ce cas f admet un maximum relatif en c € ]a, b] 
et le Lemme précédent montre que f’(c) = 0. # 


Théorème 1 Théorème de Rolle 
Si f : [a,b] — R est une application continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, alors 


: F@)=—F() _» 
ce ]Ja,bl G— a) = (él: 
Preuve : La fonction & (x) = f (x) — FOI) y vérifie les hypothèses du Lemme de Rolle. 


(b—a) 


Il existera donc c € Ja, b| tel que f’ (c) — Le at 


L'intérêt fondamental du Théorème de Rolle est d'établir un lien entre l’étude des varia- 
tions d’une fonction dérivable de R dans R et l’étude du signe de la dérivée. Une autre 
conséquence importante est développée dans le paragraphe suivant. 


1.2 Théorèmes des Accroissements Finis 


Théorème 2 Théorème des Accroissements Finis (version 1) 
Si f : [a,b] — R est une application continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, et telle que 
m< f'(x) < M pour tout x € |a,b|, alors m(b— a) < f(b) — f(a) < M(b— a). 


Preuve : Première méthode : Le Théorème de Rolle (Théorème 1) montre l’existence 
d’un réel c € Ja, b] tel que 10)-fG) = f'(c), et l'hypothèse m < f'(c) < M permet de 
conclure. 

Deuxième méthode : C’est celle donnée en lycée. Elle utilise le résultat, admis en termi- 
nale, liant l'étude des variations d’une fonction et l’étude du signe de sa dérivée. Comme 
ce dernier résultat provient directement du Théorème de Rolle qui est hors programme de 
terminale, cette deuxième méthode est une façon déguisée d'utiliser le Théorème de Rolle. 
Voyons cette façon de procéder ici : on étudie les variations des fonctions 


p(x)=f(x)—f(a)-M(x—a) et (x) = f(x) — f(a)—-m(x— a). 


L'application @ (x) est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie @’ (x) = f’(x)—M < 
0 pour tout x € Ja, b[. Par conséquent 4 est décroissante sur |a, b[, et sera aussi décroissante 
sur [a,b] par continuité. Comme (a) = 0, on déduit f (x) — f (a) — M (x — a) < 0 pour 
tout x € [a,b]. L'autre inégalité se montre de la même façon en utilisant Ÿ. 


1.3 Formule de Taylor-Lagrange 


Théorème 3 Si f : [a,b] — R est une application de classe C" sur [a,b] et n +1 fois 
dérivable sur ]a, b[, alors il existe & € Ja, b[ tel que 


f (@) = f(a) + f'(a) (b— a) +. + 


Preuve : La fonction 


k=0 


est continue sur [ab], dérivable sur Ja, b[, et l’on peut choisir la constante c de façon à ce 
que (a) = 0. Comme w(b) = 0, le Théorème de Rolle entraîne l'existence de £& € Ja, b| 
vérifiant 4’ (£) = 0. Comme 


g' (x) — (b—x)"+c(n+1)(b—-x)" 


(n+1) 
tÈ= nn) b-9"=0 


on déduit 


FPE) 


1 ÈS — 
d’où € — GED 


AS (5) 
(n+1)! 
2) Si l’on pose À = b—a et £ = a+60h (avec 0 €]0, 1[) dans la formule de Taylor-Lagrange 
avec reste de Lagrange, on obtient la formule de Mac-Laurin : 


Remarques : 1) Le réel (b— a)"*! est appelé reste de Lagrange. 


(n) (n+1) 
20 €l0,1[ f(a+h)= f(a)+f'(a)h +... + 17 G);n + PV + 0h) pr 
n! (n +1)! 


2 Fonctions de R dans un espace vectoriel normé 


2.1 Théorèmes des Accroissements Finis 


Théorème 4 Théorème des Accroissements Finis (version 2) 
Soit E un espace vectoriel normé. Soient f : [a,b] — E et g : [a,b] — R deux applications 
continues sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Si ||f'(x)]| < g' (x) pour tout x € ]a,b[, alors 


Ib) — f(a)ll < g(b) — g(a). 


Preuve : Soit € > 0. La fonction 


px) = f(x) — f(a)l —g(x) +g(a) —e(x— a) 


est continue sur [a, b] donc l’ensemble (Q = {x € [a,b] /w(x) <e} est un compact de R, 
non vide puisque a € E. Par conséquent ( atteint sa borne supérieure et l’on peut poser 
c= Max € [a,b]. Comme w(a) = 0 et comme w est continue, il existera 7 > 0 tel que 
a < x < m entraîne w(x) <e. Cela montre que c €]a, b]. 
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Supposons par l’absurde que c < b. La dérivabilité de f en c implique l’existence de n > c 
tel que c < x < n entraîne 

J (x) — f (c) / EL Énr g(æ)—g(c) , € 

— | < — < — Sn — 

OO) <|r +5 <d (0 +5 et 7 (0 < 28-20 4 5 


donc 
If (æ) — fo) <g(x)—g(o)+e(r-c). (1 
D'autre part, comme c € Q 


If (ce) — f(a)l <g(c)-g(a)+e(c—a)+e (2) 


En additionnant (1) et (2), et en utilisant l'inégalité triangulaire, on obtient 


If (x) — f(a)l <g(x) — g(a) +e(x—a)+e 


d’où x € (, en contradiction avec le choix de c. Donc c — b, et l'inégalité 


p(b) =1|f(b) — f(a)]l < g(b)—-g(a) +e(b—a)+e 
sera vraie pour tout € > 0. n 


Théorème 5 Théorème des Accroissements Finis (version 3) 
Soit E un espace vectoriel normé. Si f : [a,b] — E est une application continue sur {a, b] 
et dérivable sur ]|a,b[, alors || f (b) — f (a) < Sup ||f’(æ)|1.(b — a). 

x€]a,b| 


Preuve : On choisit g(x) = Mx où M = Sup ||f'(x)|| dans le Théorème 4. 
x€]a,b| 


Remarque : Dans les deux théorèmes précédents, on peut remplacer l’hypothèse ” dériv- 
able” par ” dérivable à droite” ou ”dérivable à gauche”. 


2.2 Formule de Taylor-Lagrange 
Théorème 6 Soient 1 un intervalle fermé borné de R d’extrémités a et b, et E un espace 
vectoriel normé. Si f : I — E est une application de classe C” sur [a,b] et n +1 fois 


[0] 
dérivable sur l’intérieur I de TI, alors 


n+1 


£ Su | 


" #E (o 
Lo DU Ga) 
k=0 


Preuve : Notons M — Sup I fte#1) (x)||, et remarquons bien que nous allons travailler 
x€]a,b| 

dans les deux cas de figure où 7 = [a, b] ou 1 — [b, a]. On raisonne par récurrence sur n. 

Si n = 0, on retrouve le Théorème des accroissements finis. Si l'inégalité est vraie au rang 

n — 1, la fonction 


n (D (y 
ot)=10- DE 6-7) 
k=0 
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est dérivable sur Ja, b[ et 


1 (k+1) (k) 

1 gl É bé (x) 2. k_J (x) NI AT 
Per SG Re) EG 0 
On aura |’ (x)|| < L1b— x|" pour tout x € Le donc aussi 

AOIET A0) 
où g(x) = 7 (b— x)"TT si a < b, et g(x) = Cal (x — b}"*TT si b < a. Le Théorème 4 


entraîne [Ko (b) — (a)] <£ g(b) — g(a) si a < b, et p(b) — (a) < g(a) — g(b) si b < a, 
et cela démontre la formule au rang n. 5 


2.3 Formule de Taylor-Young 


Théorème 7 Si l'application f : R — E admet une dérivée d'ordre n en a, alors 


: ft (a) ñ ñ 

f(æ)=f(a)+f(a)(x-a)+. + (Ga) +o((&-a)). 
Preuve : On procède par récurrence sur n. L'hypothèse ” f admet une dérivée d’ordre 
n en a” signifie d’abord qu'il existe un voisinage ouvert de a sur lequel f est n — 1 fois 
dérivable, et ensuite que f (1) est dérivable en a. Si n = 0 alors lim f (x) = f (a) entraîne 

LT—a& 

f(x) = f(a)+o(1). Sin = 1, on sait que l'écriture f (x) = f (a) + f' (a) (x — a)+o(x — a) 
équivaut à la dérivabilité de f en a. Cette écriture est en effet la traduction de 


im <@-/f(@) 


z—a;x £a T—a 


= f'(a). 


Supposons la formule démontrée au rang n — 1. Si f est n fois dérivable en a, alors f’ est 
n — 1 fois dérivable en a et l'hypothèse récurrente entraîne 


n—1 (k+1) ”. 
Fee EE (af +o{(-a"). (+) 


k=0 


Si l’on pose 


k= 


© 


l'affirmation (+) montre que g'(x) = o ((æ — a autrement dit pour tout € > Oil 
existe 7 > 0 tel que 
x —-a  <n—= |g' (x) <elx— al". 


Le Théorème des accroissements finis appliqué à g (x) permet d'écrire 
b-dl<ns loto (sup, 1/1). a<ete- a". 
t entre a et x 


et cela montre bien que g(x) =o((x—a)"). 


2.4 Formule de Taylor avec reste intégral 


Théorème 8 Si f : [a,x] — E est une application de classe C"*T de [a, x] vers un espace 
de Banach E, alors 


Fe) = (0) + PC) (eo ++ D (a + EL je dt. 


Preuve : Raisonnons par récurrence sur n. On reconnait la formule fondamentale de 
l'analyse f (x) = f(a) + [Ÿ f'(t) dt lorsque n = 0. Si f est de classe C”*?, l'hypothèse 
récurrente au rang n donne 


(n) Tr +)" 
Fa) = Fa) + (ae 0) ++ (a + [EL (9 at. 
Une intégration par partie donne 
x LA __pn+I % x nn 
k Ce D FH) (#) RE Ce ns FOTO (4) + e À EUR) (t) dt 
nn +i æ ___pyn+i 
= D Le HAPTD (a) + F ne Ur) (4) dt. 


et la formule au rang n + 1 s’en déduit. = 
Remarque : Le changement de variable uw = Li permet d'écrire la formule de Taylor 
avec reste intégral sous la forme suivante parfois utilisée : 


(n) (a 
Fig) = (a) + (a) a) ++ CO (x a)" 


(æ—a 


COUR j y} fTD (a + u(x — a)) du 
le )" FO (a + u (x — a)) du. 


n! 


3 Cas général 


Nous nous intéressons ici au cas général des fonctions d’un espace vectoriel normé dans 
un espace vectoriel normé. La notations df (c) désigne la différentielle de l'application f 
au point c. On sait que df (c) est une application linéaire continue de Æ dans F, et l’on 
note df (c) € L(E,F). La norme ||df (c)|] désigne la norme opérateur de cette application 


linéaire continue. On a donc |fdf (c)]| = Sup —— et ce nombre, bien entendu, 
heE\{0} 


dépend du choix des normes sur les espaces E et F'. 


3.1 Inégalité des accroïissements finis 


Théorème 9 Inégalité des accroissements finis (Cas général) 

Soit f une application d’un ouvert U d’un espace vectoriel normé E dans un espace vec- 
toriel normé F. Soient a,b € U tels que [a,b] € U. Si f est continue sur [a,b] et 
différentiable sur ]a, b[, alors 


If) — f(a)l < Sup [df (c)|l.1b — al. 


ce]a.b| 


Preuve : Soit y le chemin différentiable 


y: [0,1] — [a, b] 
t  (-battb 


L'application g = fo :[0,1] — E est continue sur [0, 1] et différentiable sur ]0, 1] comme 
composée de deux fonctions différentiables. Le Théorème 5 des accroïssements finis pour 
une fonction de R dans F permet d’écrire 


lg (1) — g (0) < Sup ||9 (x)||. 
te]0,1[ 


Comme y (t)=b—aet dg(t) = df (y(t))ody(t), on a 


g'(æ) = df (7 (6) (7 (9) = df (x (6) (b — a) 


et l’inégalité entraîne 


If (b) — f (a) < Sup df (> (6). 1b— al = Sup fidf (c)|[.1b— al. m 
te]0,1| cE]a,b 
Théorème 10 (Egalité des accroissements finis : cas d’une fonction numérique) 
Soit f une application d’un ouvert U d’un espace vectoriel normé E dans KR. Soient 
a,b EU tels que [a,b] CU. Si f est continue sur [a, b] et différentiable sur Ja, b[, il existe 
c €Ja, b| tel que 
J()— f(a) = df(c)(b— a). 


Preuve : Notons toujours 


y: [0,1] — [a, b] 
t + (1-ba+tb 


et appliquons le Théorème de Rolle à la fonction g = fo7:R—R. Il existe 0 €]0, 1] tel 
que 


soit 
F(b) — f(a) = df (7 (0)) (7 (8)) = df(c)(b— a) 
en posant c= (0) €]a,b]. m 
Si les espaces vectoriels sont de dimensions finies, la majoration du Théorème 9 peut être 


obtenue en utilisant le Théorème 10 et en évitant ainsi de recourir au Théorème 5 comme 
on le vérifie dans le résultat suivant. 


Théorème 11 Soit f une application d’un ouvert U de R" dans R”” Soient a,b € U tels 
que [a,b] C U, que f soit continue sur [a,b] et que f soit différentiable en tout point de 
Ja, b[. Alors 

If @) — f (al < Sup Sup [Vi (c)il2. lb — all 


iEN» ce]a.b| 


où || |) (resp. | [L) désigne la norme euclidienne sur R° (resp. la norme du sup sur 
mm 


0x1? ‘"‘? Otn 


Pour chaque f; le Théorème 10 montre l'existence de c; €Ja, b] tel que 


fi (o) — fi(a) = df (ci) (b — a) = of Of; 


En Ôx] On 


Preuve : Notons f = (f1,..…, fm) et Vfi = (2£ 72) le gradient de f; : R? — R. 


(ci) (b1 — a1) +... + (ci) (bn — An) 


Le membre de droite peut être considéré comme un produit scalaire de R? et Cauchy- 
Scwharz permet d’écrire 


fi) — fi(a)l < IV (ci) -|lb — als 
qui entraîne à son tour 


If) — f(a)ls < on IV fi(ci)l2-16— al. 


3.2 Formules de Taylor-Lagrange 


On aura en fait seulement besoin du 1) et du 2) du Lemme ci-dessous. L’assertion 3) n’est 
donnée qu’à titre indicatif. 


Lemme 3 Soit f : E — F une fonction entre deux espaces vectoriels normés et 2 fois 
différentiable en a. Cela impose à f d’être différentiable sur un voisinage ouvert de a, et 
permet de définir l'application 


où l’on a fixé un vecteur k de E. 
1) L'application g est différentiable en a et 


VheE dg(a)(h) = &f(a)(h,k). 
2) Si f est n +1 fois différentiable en a, alors l’application 


v: E — F 
x + d'f(x)(h1,.…,hn) 


est différentiable en a et 
VheE du(a)(h) = d"t1f(a)(h1,.…, An, h). 
3) Si f est n +1 fois différentiable en a, alors g est n fois différentiable en a et 
Vhsshopert do) Ms) = Po) his he 


Preuve : 1) On écrit g = uo df où 


F2 LEE Er «E 
x + df(x) 
l > Î(k) 


L'application df est différentiable en a, et u est linéaire, donc différentiable en tout point 
et telle que du (l) = u pour tout { € L(E,F). La fonction g = uo df sera différentiable en 
a comme composée de fonctions différentiables, et l’on aura 


dg(a) = du (df (a)) o (d(df) (a)) = u o (Ÿf (a)).. 


Cela signifie que 


VREE  dg(a)(h) = u[(df (a)) (h)] = (d?f(a)) (h) (&) = df (a) (,k). 


2) Même démonstration qu’au 1) en remplaçant df par d”f. 

3) On raisonne par récurrence sur n et l’on utilise la même méthode qu’au 1). Supposons 
que la propriété soit vraie au rang n — 1, et pour h1,...hn_1 fixés dans Æ, considérons 
l'application 


Go LE + Fe 
NS Se (x) (his) = d"f ) ah rh). 


En utilisant des composées de fonctions adaptées de la même façon qu’au 1), on montre 
que 
VteE d(a)(t) =d"g(a)(h1,...hn-1;t) 


et que 
VeE ds(a)(t)=d"*1f(x) (h1,.….hn_1, k,t). 
Cela entraîne bien dç(a)(t) = d"g(a)(h1,.….hn-1,t) = dT1f(x)(R1,..hn_1,t,k) pour 


tout { puisque ces formes multiplinéaires sont symétriques. # 


Lemme 4 Soit f une application d’un ouvert U de l’espace vectoriel normé E dans F. 
Soient a,b E U tels que [a,b] CU. On considère le chemin 


7: (01 [a, b] 


— 
+ (1—-t)a+tb 


et l’on pose g = foy. Si f est k +1 fois différentiable sur |a, b[, alors g sera k + 1 fois 
dérivable sur ]0,1[ et 


Velo,1l gft1() = déttf (7) (ba). 
Preuve : On à dg(t) = df (+(t)) o dy(t) ou encore 
g'(t)=df (x) (1 0) = (x) @- a). 
Ecrivons g = uo y où 


u: E — F 
x + df(x)(b—a). 


On obtient d(g)(t) = du(y(t))o dy(t), soit 


ou encore 
g'() = Pf(+(#))(b—a,b— a) = À f(y(t)) (6 — a) 
d’après le Lemme 3. 


Montrons maintenant par récurrence la formule g{) (4) = d“f(-(t))(b— a)". Si cette 
formule est vraie au rang k, on écrit g%) = vo où 


v: E — F 
z + df(x)(b—aÿ. 


En différentiant, on obtient d (9) (t) = du(y(t)) o dy(t), soit 
g°+ (€) = du (7 (6) (y ©) = du (7 (6) @ — a). 
Le Lemme 3 donne alors g%+1 (4) = d“t1f(-(t))(b— a)**! et la récurrence aboutit. 5 


Théorème 12 Formule de Taylor-Lagrange 
Soit f une application d’un ouvert U de l’espace vectoriel normé E dans F. Soient a,be U 
tels que [a,b] CU. On suppose f de classe C" sur U etn +1 fois différentiable sur ]a, b.. 


Alors 4 
po-Ëx 


k=0 


< Sup d"+1 f (c) (c)||. US 


A) ce]a.bl D) 


le 


Preuve : On écrit encore g = f o y : [0,1] — F où 7 est le chemin différentiable 
y(t) =(1-t)a+tb. Le Théorème 6 appliqué à g donne 


g()— fo de (ON MEa a go) 


n! 


EE NC | 


Le Lemme 4 montre que g*+1(4) = d*+1f(+(t))(b— a)! et il suffit de remplacer. # 


Théorème 13 Formule de Taylor-Lagrange avec reste de Lagrange 
Avec les hypothèses du Théorème 12 et dans le cas où F =R on a 


dt) f (c) (b _ TNA | 


el f@)=f()+7 5df(@)6-a + 


Preuve : On écrit le Théorème 3 avec g = fo: [0,1] — F'où y(t) = (1—-t)a+tb, puis 
on se rappelle que g**1(t) = d*t1f(-(t)) (b— a)" d’après le Lemme 4. = 


3.3 Formule de Taylor- Young 
Théorème 14 Soit f une application d’un ouvert U de l’espace vectoriel normé E dans 


F. Si f est n fois différentiable en a EU, 


a) + 32 dj (a) (x — a)* + o(|1x — all) 
k=1 
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Preuve : On généralise le Théorème 7 en utilisant la même méthode qu’au Théorème 12. 


Si f : R? — R, le procédé mnémotechnique suivant permet de retenir la formule de 
Taylor-Young en fonction des dérivées partielles de f. On écrit 


n n [k] 
ren S x | 101) +o(|lal") 


où À = (h1,...,hn) et où l’on développe la puissance symbolique qui apparaît en se rap- 
pelant de la formule mulitinômiale de Newton : 


in 
np fl 2 
| 4) h) ne D one nen. 


Oz; œ!.….an! OaTt...Ox" 
i=1 À Q+...+an—k 1 de 1 rm 
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